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ΓΓΓιιιααα   νννααα   αααππποοοδδδεεείίίξξξοοουυυμμμεεε   ααανννιιισσσόόότττηηητττεεεςςς   σσστττααα   οοολλλοοοκκκλλληηηρρρώώώμμμααατττααα,,,   χχχρρρηηησσσιιιμμμοοοππποοοιιιοοούύύμμμεεε:::   

11..  ΤΤιιςς  ββαασσιικκέέςς  ααννιισσόόττηηττεεςς:: 

ii..  RxxxxήRxxx − ,,   (το = να ισχύει μόνο για x=0). Άρα xx   0x  

. 

 

Για κάθε x ≥ 0 ισχύει xx   και το = ισχύει μόνο για x=0. Όποτε 22 xx   ]1,0[x  και 

το = ισχύει μόνο για 002 == xx . Επομένως 
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iiii..  0,1ln − xxx (το = να ισχύει μόνο για x=1). 

 

 

Για κάθε x > 0 ισχύει 1ln − xx  και το = ισχύει μόνο για x=1. Θέτουμε όπου x το 01 2 + x  

Όποτε 222 11)1ln( xxx =−++  Rx  και το = ισχύει μόνο για 011 2 ==+ xx . 

Επομένως 
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iiiiii..  Rxxe x + ,1 (το = να ισχύει μόνο για x=0). 

. 

 

Για κάθε Rx  ισχύει 1+ xe x  και το = ισχύει μόνο για x=0. Θέτουμε όπου x το 
2xe  

Όποτε 122

+ xe x  Rx  και το = ισχύει μόνο για 002 == xx . Επομένως 
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22..  ΚΚυυρρττόόττηητταα  κκααιι  εεφφααππττόόμμεεννηη:: 

ii..  Αν f  κυρτή και y=λx+β η εφαπτόμενη της fC  στο σημείο ( ))(, 00 xfx  τότε  + xxf )( . 
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. Επομένως η f  είναι κυρτή στο R. (1)  

Η εφαπτόμενη της fC  στο σημείο ( ))0(,0 f  είναι )0()0()0(: −=− xffy  με 0)0( =f  

και 
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Από (1) και (2) έχω ότι xxf
2

1
)(   για κάθε x єR και το = ισχύει μόνο για x=0. Επομένως 
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Να αποδειχθεί ότι 
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Να αποδειχθεί ότι 
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Να αποδειχθεί ότι 
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Να αποδειχθεί ότι 
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iiii..  Αν f  κοίλη και y=λx+β η εφαπτόμενη της fC  στο σημείο ( ))(, 00 xfx  τότε  += xxf )(  
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H 22)( xxf −=  είναι παραγωγίσιμη στο ( )2,2−  με 
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παραγωγίσιμη στο ( )2,2−  με ( )2,2,0
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Επομένως η f  είναι κοίλη στο ( )2,2− . (1)  

Η εφαπτόμενη της fC  στο σημείο ( ))1(,1 f  είναι )1()1()1(: −=− xffy  με 1)1( =f  και 

1)1( −=f . Άρα 2: +−= xy .(2) 

Από (1) και (2) έχω ότι 2)( +− xxf  για κάθε x є ( )2,2−  και το = ισχύει μόνο για x=1. 

Επομένως 
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33..  ΘΘ..ΜΜ..ΤΤ..  κκααιι  μμοοννοοττοοννίίαα  ππρρώώττηηςς  ππααρρααγγώώγγοουυ  ((ff//)):: 

 

 

 

α)Για x=0 έχουμε )0(0)0( ff  , που ισχύει ως ισότητα 

Για κάθε x > 0 θα δείξουμε ότι )(
0

)0()(
)(

)(
)()( xf

x

fxf
xf

x

xf
xfxxf 

−

−
 .  

Για την συνάρτηση f  ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο [0,x], x >0, αφού είναι 

συνεχής στο [0,x] και παραγωγίσιμη στο (0,x). Συνεπώς υπάρχει ξ є (0,x) τέτοιο ώστε 
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β)Για κάθε ),0[]1,0[ +x  από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε )()( xfxxf   και το = 

ισχύει μόνο για x=0. Επομένως: 

    −=−=
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
)()1()()()()( dxxffdxxfxxfxdxxfxdxxf . Δηλαδή 

  −
1

0

1

0

1

0

1

0 2

)1(
)()1()(2)()1()(

f
dxxffdxxfdxxffdxxf  

    

Να αποδειχθεί ότι 
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Έστω κυρτή συνάρτηση RRf →:  με f(0)=0.Να αποδειχθεί ότι: 

a) ),()( xfxxf  για κάθε x ≥ 0 και β) 
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44..  ΜΜοοννοοττοοννίίαα  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς  ff  κκααιι  ττηη  σσχχέέσσηη  αα≤≤xx≤≤ββ:: 
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H 1)( 2 += xxf  είναι παραγωγίσιμη στο R με 0
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x
xf  για κάθε ]1,0(x και 

επειδή f  συνεχής στο 0 έχουμε ότι f  γνησίως αύξουσα στο [0,1]. 

Οπότε 2)(1)1()()0(10]1,0[  xffxffxx . Το = της ανισότητας 

)(1 xf  ισχύει μόνο για x=0 και το = της ανισότητας 2)( xf  ισχύει μόνο για x=1. 
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55..  mmiinnff≤≤ff((xx))≤≤mmaaxxff  μμεε  xxєє[[αα,,ββ]]:: 

 

 

 

Για κάθε ]2,0[x  έχουμε 3)(1  xf  (1) οπότε 1
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Επειδή minf < maxf τα = δεν ισχύουν για κάθε ]2,0[x . 

Άρα: η (1)    
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Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις (3) & (4) έχουμε: 12
)(

1
)(

3

4 2

0

2

0
  dx

xf
dxxf  

 

Να αποδειχθεί ότι 211
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Έστω συνεχής συνάρτηση Rf →]2,0[:  με ελάχιστη τιμή 1 και μέγιστη τιμή 3. f. 

Να αποδειχθεί ότι: 12
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