
ΤΤΤ οοο    444 οοο    ΘΘΘ έέέ μμμ ααα   Πανελλαδ ικές Εξετάσε ις  

Μαθηματ ικά Κατεύθυνσης   Σελ ίδα 1 / 9 
 

22000000..    

Τη χρονική στιγμή t=0 χορηγείται σ' έναν ασθενή ένα φάρμακο. Η συγκέντρωση του 

φαρμάκου στο αίμα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση 2

1

)(









+

=



t

at
tf , t0 όπου 

α και β είναι σταθεροί θετικοί πραγματικοί αριθμοί και ο χρόνος t μετράται σε ώρες. Η 

μέγιστη τιμή της συγκέντρωσης είναι ίση με 15 μονάδες και επιτυγχάνεται 6 ώρες μετά 

τη χορήγηση του φαρμάκου. 

ΔΔ11..  Να βρείτε τις τιμές των σταθερών α και β.  Μονάδες 15 

ΔΔ22..  Με δεδομένο ότι η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική, όταν η τιμή της 

συγκέντρωσης είναι τουλάχιστον ίση με 12 μονάδες, να βρείτε το χρονικό διάστημα 

που το φάρμακο δρα αποτελεσματικά.  Μονάδες 10 

22000011..   
Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγματικών 

αριθμών  R, για την οποία ισχύoυν οι σχέσεις: 

 i) f(x)  0, για κάθε x R 

 ii) f(x) =  dt(xt)ft x2 - 1 
1 

0 

22

 ,  για κάθε x R. 

Έστω ακόμη g η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο 

  x- 
f(x)

1
  g(x) 2= , για κάθε x R. 

ΔΔ11..  Ν.α.ο.  (x)2xf - )( 2= xf .Αν  (x)2xf - )( 2= xf τότε  Μονάδες 10 

ii..  Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή.  Μονάδες 4 

iiii..  Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι:  
x1

1
  f(x) 

2+
= .  Μονάδες 4 

iiiiii..  Να βρείτε το όριο  lim 
 +→x

(x f(x) ημ2x).  Μονάδες 7 

22000022..   

ΔΔ11..  Έστω δύο συναρτήσεις h, g συνεχείς στο [α, β]. Να αποδείξετε ότι  

αν h(x) > g(x) για κάθε x  [α, β], τότε και    )()(   
 

 

 

  







dxxgdxxh .  Μονάδες 2 

ΔΔ22..  Δίνεται η παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f, που ικανοποιεί τις σχέσεις: 

1)( )( −=− − xexf xf
 x  R και f(0) = 0 . 

ii..  Να εκφραστεί η f΄ ως συνάρτηση της f.  Μονάδες 5 

iiii..  Να δείξετε ότι )()(
2

xfxxf
x

 για κάθε x > 0.   Μονάδες 12 

iiiiii..  Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της f,  

τις ευθείες x = 0,  x = 1 και τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι 

   )1( 
2

1
        

4

1
     fE  .  Μονάδες 6 
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22000033..   

Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα  [α, β] που έχει συνεχή δεύτερη 

παράγωγο στο (α, β). Αν ισχύει f(α) = f(β) = 0 και υπάρχουν αριθμοί γ(α, β),  

δ(α, β), έτσι ώστε  f(γ)·f(δ)<0, να αποδείξετε ότι:  

ΔΔ11..  Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  f(x)=0 στο διάστημα (α, β).   Μονάδες 8 

ΔΔ22..  Υπάρχουν σημεία  ξ1, ξ2  (α, β)  τέτοια ώστε  f΄΄(ξ1)<0 και  f΄΄(ξ2)>0.   Μονάδες 9 

ΔΔ33..  Υπάρχει ένα τουλάχιστον σ. καμπής της γραφικής παράστασης της f.   Μονάδες 8 

22000055..   

Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R τέτοια, ώστε να ισχύει η σχέση 
)()(2 xfxexf −=  

 

για κάθε x ∈ R και f(0) = 0.  

ΔΔ11..  Να δειχθεί ότι: 







 +
=

2

1
ln)(

xe
xf .   Μονάδες 6  

ΔΔ22..  Να βρεθεί το:  
x

dttxf

x

x 

 −

→

0

0

)(

lim  .  Μονάδες 6  

ΔΔ33..  Δίδονται οι συναρτήσεις: 
−

=

x

x

dttftxh )()( 2005  και 
2007

)(
2007x

xg =  Δείξτε ότι  

h(x) = g(x) για κάθε x ∈ R . Αν h(x) = g(x) τότε  Μονάδες 7  

ΔΔ44..  Δείξτε ότι η εξίσωση 
−

=

x

x

dttft
2008

1
)(2005  έχει ακριβώς μία λύση στο (0,1).    Μονάδες 6  

22000066..   

Δίνεται η συνάρτηση  x
x

x
xf ln

1

1
)( −

−

+
= . 

ΔΔ11..  Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.    Μονάδες 8  

ΔΔ22..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς 2 ρίζες στο πεδίο ορισμού της.   Μονάδες 5  

ΔΔ33..  Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x)=lnx στο σημείο Α(α, lnα)  

με α>0και η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης h(x)=ex
 

στο 

σημείο Β(β,eβ) με β ∈ R ταυτίζονται, τότε να δείξετε ότι ο αριθμός α είναι ρίζα της 

εξίσωσης f(x)=0.   Μονάδες 9  

ΔΔ44..  Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g και h έχουν 

ακριβώς δύο κοινές εφαπτόμενες.   Μονάδες 3  

22000077..   

Έστω f μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα [0, 1] για την οποία 

ισχύει f(0) > 0. Δίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστημα [0, 1] για την οποία 

ισχύει g(x) > 0 για κάθε x  [0, 1]. Ορίζουμε τις συναρτήσεις:   

 F(x) = 
x

dttgtf
0

)()( ,      x  [0, 1],                    G(x) = 
x

dttg
0

)( ,          x  [0, 1].  

ΔΔ11..  Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστημα (0, 1].   Μονάδες 8  
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ΔΔ22..   Να αποδειχθεί ότι: f(x)⋅G(x) > F(x) για κάθε x στο διάστημα (0, 1].   Μονάδες 6  

ΔΔ33..  Να αποδειχθεί ότι ισχύει:
)1(

)1(

)(

)(

G

F

xG

xF
  για κάθε x στο διάστημα (0, 1].   Μονάδες 4  

22000088..   

Έστω f συνάρτηση συνεχής στο R για την οποία ισχύει ( ) 45)(310)(

2

0

3 −+=  dttfxxxf  

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι f(x)=20x3+6x−45   Μονάδες 8  

ΔΔ22..  Δίνεται επίσης μια συνάρτηση g δύο φορές παραγωγίσιμη στο R . Να αποδείξετε ότι 

h

hxgxg
xg

h

)()(
lim)(

0

−−
=

→
  Μονάδες 4  

ΔΔ33..  Αν για τη συνάρτηση f του ερωτήματος 1 και τη συνάρτηση g του ερωτήματος 2 ισχύει:  

45)(
)()(2)(

lim
20

+=
−+−+

→
xf

h

hxgxghxg

h
 και g(0)=g΄(0)=1, τότε 

i. να αποδείξετε ότι g(x)=x5+x3+x+1   Μονάδες 10  

ii. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι 1−1   Μονάδες 3 

22000099..   

Έστω f μία συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [0, 2] για την οποία ισχύει   

( )
2

0
2 0

 

 
t f ( t )dt− =   

Ορίζουμε τις συναρτήσεις   

 •  =

x

xdtttfxH
0

]2,0[,)()(  

 •













=
−−

+−

=

→



0,
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lim6

]2,0(,3)(
)(

)(

2

2

0

0

x
t

t

xdttf
x

xH

xG

t

x

 

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι συνεχής στο διάστημα [0, 2].   Μονάδες 5  

ΔΔ22..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (0, 2) και ότι 

ισχύει 20,
)(

)(
2

−= x
x

xH
xG    Μονάδες 6  

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας αριθμός α(0, 2) τέτοιος ώστε να 

ισχύει Η(α)=0.   Μονάδες 7  

ΔΔ44..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας αριθμός ξ (0, α) τέτοιος ώστε να 

ισχύει 
0 0

  
2

  
tf(t)dt=ξ f(t)dt

 

     Μονάδες 7  

22001100..   

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:R→R η οποία για κάθε xR ικανοποιεί τις σχέσεις: 

xxf )(  και  −
+=−

x

dt
ttf

t
xxf

0
)(

3)(  
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ΔΔ55..  Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R με Rx
xxf

xf
xf 

−
= ,

)(

)(
)(     Μονάδες 5 

ΔΔ66..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) Rxxxfxfxg −= ),(2)()(
2

, είναι σταθερή.   Μονάδες 7  

ΔΔ77..  Να αποδείξετε ότι Rxxxxf ++= ,9)( 2

  Μονάδες 6  

ΔΔ88..  Να αποδείξετε ότι  Rxdttfdttf

x

x

x

x

 
+

+

+

,)()(

2

1

1

  

Μονάδες 7  

22001111..   

Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f,g:R→R, οι οποίες για κάθε xR ικανοποιούν τις 

σχέσεις:  

 • 0)( xf  και 0)( xg  

 • 
−

+
=

−
x t

x
dt

txg

e

e

xf

0

2

2 )(

)(1
  

 • 
−

+
=

−
x t

x
dt

txf

e

e

xg

0

2

2 )(

)(1
 

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι: Rxexf x = ,)( ,  Μονάδες 4  

ΔΔ22..  Να υπολογίσετε το όριο: 








−→

x
f

xf

x 1

)(ln
lim

0

  

Μονάδες 5  

ΔΔ33..  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης =
x

dttfxF
1

2 )()(
 
τους άξονες x΄x και y΄y και την 

ευθεία με εξίσωση x=1.    Μονάδες 7  

22001122..   

Έστω η συνεχής συνάρτηση Rf →+),0(: , η οποία για κάθε x>0 ικανοποιεί τις 

σχέσεις: 

• 0)( xf  

• 
e

xx
dttf

xx 21

1

2

)(
−


+−

 

• )(
)(

ln
ln

1

xfedt
tf

tt
xx

x















+

−
−=−   

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε τον τύπο της.   Μονάδες 10 

Αν είναι ( ) 0,ln)( −= − xxxexf x
 τότε: 

ΔΔ22..  Να υπολογίσετε το όριο: ( ) 







−

+→
)(

)(

1
)(lim

2

0
xf

xf
xf

x
    Μονάδες 5 

ΔΔ33..  Με την βοήθεια της ανισότητας 1ln − xx  που ισχύει για κάθε x>0, να 

αποδείξετε ότι: 

ii..  Η συνάρτηση =
x

a

dttfxF )()( , με x>0 και α>0 είναι κυρτή και 

iiii..  )2(2)3()( xFxFxF + , για κάθε x>0  Μονάδες 4 
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ΔΔ44..  Δίνεται ο σταθερός πραγματικός αριθμός β>0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει 

μοναδικό ξ (β,2β) τέτοιο ώστε: )(2)3()(  FFF =+   Μονάδες 4 

22001133..   

Έστω Rf →+),0(:  μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύουν: 

• Η f′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, + ∞) 

• f (1) = 1 

• 0
)1()51(

lim
0

=
−−+

→ h

hfhf

h
 

Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση ,
1

1)(
)( dt

t

tf
xg

x

a

 −

−
=  ),1( +x  και α > 1 

Να αποδείξετε ότι: 

ΔΔ11..   f′ (1) = 0 (μονάδες 4), και ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 10 =x  (μονάδες 2).   Μονάδες 6 

ΔΔ22..  η g είναι γν. αύξουσα (μονάδες 3), και στη συνέχεια, να λύσετε την ανίσωση στο R  

 
+

+

+

+



68

58

62

52

2

2

4

4

)()(

x

x

x

x

duugduug
 (μονάδες 6)  Μονάδες 9 

ΔΔ33..  η g είναι κυρτή, καθώς επίσης ότι η εξίσωση ( ) ( )( )axafdt
t

tf
a

x

a

−−=
−

−
−  1)(

1

1)(
1  

με 1x  έχει ακριβώς μια λύση.   Μονάδες 10 

22001144..   

Δίνεται η συνάρτηση 
0,

0,

1

1
)(

=








 −
=

x

x
x

e
xf

x

 

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο σημείο 00 =x  και, στη συνέχεια, ότι είναι 

γνησίως αύξουσα.   Μονάδες 7 

Δίνεται επιπλέον ότι η f είναι κυρτή.  

ΔΔ22..  Ν.α.ο. η εξίσωση 


=

)(2

1

0)(

xf

duuf έχει ακριβώς μία λύση, η οποία είναι η x=0   Μονάδες 11 

ΔΔ33..  Ένα υλικό σημείο M ξεκινά τη χρονική στιγμή t=0 από ένα σημείο ( ))(, 00 xfxA  με 

00 x  και κινείται κατά μήκος της καμπύλης )(xfy = , 0xx   με x=x(t), y=y(t), t≥0. 

Σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x(t) του σημείου 

M είναι διπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της τεταγμένης του y(t), αν υποτεθεί ότι 

x'(t) > 0 για κάθε t≥0.  

ΔΔ44..  Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( )+−−+= ,0,21)()(
22
xxexxfxg . Ν.α.ο. η 

συνάρτηση g έχει δύο θέσεις τοπικών ελαχίστων και μία θέση τοπικού μεγίστου.   Μονάδες 7 

22001155..   

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση RRf →:  για την οποία ισχύουν: 

  2)( )()( =+ − xfxf eexf  για κάθε Rx  και 0)0( =f  
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ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι ( )1ln)( 2 ++= xxxf , Rx    Μονάδες 5 

ΔΔ22..   α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f  είναι κυρτή ή κοίλη και να 

προσδιορίσετε το σημείο καμπής της fC .   Μονάδες 3 

  β)Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από fC , την ευθεία 

xy =  και τις ευθείες 0=x  και 1=x .   Μονάδες 4 

ΔΔ33..  Να υπολογίσετε το όριο: 
















−


+→

)(ln1lim 0

2 )(

0
xfe

x

dttf

x    Μονάδες 6 

22001166..   

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, με συνεχή δεύτερη 

παράγωγο, για την οποία ισχύει ότι:  

• 
( ) =+




0

)()( xdxxfxf
 

• RRf =)(  και 1
)(

lim
0

=
→ x

xf
x 

 

• ( ) xxf exffxe +=+ )()(
 για κάθε  x ∈ R.  

ΔΔ11..  Να δείξετε ότι f(π) = π (μονάδες 4) και  f/(0)= 1 (μονάδες 3).    Μονάδες 7 

ΔΔ22..  α)Να δείξετε ότι η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στο R.  (μονάδες 4)  

   β)Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο  R .  (μονάδες 2)  

ΔΔ33..  Να βρείτε το 
)(

lim
xf

xx
x

 +
+→

  Μονάδες 6 

ΔΔ44..  Να δείξετε ότι 2

1

)(ln
0 



  dx
x

xfe

. Μονάδες 6 

22001177..   

Δίνεται η συνάρτηση 








−
=

],0[,

)0,1[,
)(

3 4

 x

x

xe

x
xf

x
 

ΔΔ11..  Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [-1,π] και να βρείτε τα 

κρίσιμα σημεία της.  Μονάδες 5  

ΔΔ22..  Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα, και να 

βρείτε το σύνολο τιμών της.  Μονάδες 6   

ΔΔ33..  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρ.παράσταση της f, τη 

γρ. παράσταση της g, με 
xexg 5)( =  xєR, τον άξονα  y'y και την ευθεία x=π .   Μονάδες 6 

ΔΔ44..  Να λύσετε την εξίσωση ( ) 2834)(16
24

3

4

3

=−−
−−




xexfe  

22001188..   
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Δίνεται η συνάρτηση 
2( ) 2 x af x e x−= − , x R  με 1   

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του α >1 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f 

έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής.  Μονάδες 3 

ΔΔ22..  Να αποδείξετε ότι υπάρχουν μοναδικά 1 2,x x R  με 1 2x x , τέτοια ώστε η f να 

παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 1x  και τοπικό ελάχιστο στο 2x .  Μονάδες 7 

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=f(1) είναι αδύνατη στο ( )2, x .  Μονάδες 6 

ΔΔ44..  Αν α=2 να αποδείξετε ότι: 
3

2

32
( ) 2

15
f x x dx−  −   Μονάδες 9 

22001199..   

Δίνονται η συνάρτηση f:R→R με τύπο f(x) = (x - 1) ln(x2 - 2x +2) +ax + β όπου α,βR, 

και η ευθεία (ε): y = -x +2, η οποία εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο σημείο 

της A(1, 1). 

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι α = -1 και β = 2.  Μονάδες 4 

ΔΔ22..  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

f, την ευθεία (ε) και τις ευθείες x = 1 και x = 2.  Μονάδες 5 

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι f/ (x) ≥ -1, για κάθε x  R.  Μονάδες 3 

ΔΔ44..  Να αποδείξετε ότι 𝑓 (𝜆 +
1

2
) + 𝜆 ≥ (𝜆 − 1) ⋅ 𝑙𝑛(𝜆2 − 2𝜆 + 2) +

3

2
 για κάθε 

λR.  Μονάδες 5 

ΔΔ55..  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f και η γραφική 

παράσταση της συνάρτησης g(x) = -x3 -x +2, x  R έχουν μοναδική κοινή 

εφαπτομένη και να βρείτε την εξίσωσή της.  Μονάδες 8 

22002200..  (ΝΕΟ)  
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: ℝ → ℝ με τύπο 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥2 − 𝑒𝑥 − 1 

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ (0,1), στο οποίο η 𝑓 παρουσιάζει 
ολικό ελάχιστο. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι 
 𝑓(𝑥0) = 𝑥0

2 − (𝑒 + 2)𝑥0 + 𝑒 − 1.  Μονάδες 7 

ΔΔ22..  Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→𝑥0

[
1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
] + 𝜂𝜇 (

1

𝑥−𝑥0
) όπου 𝑥0 το σημείο του 

ερωτήματος Δ1 που η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο.  Μονάδες 6 

ΔΔ33..  Αν 𝑥0 το σημείο του ερωτήματος Δ1 που η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, να 
αποδείξετε ότι η εξίσωση  
𝑓(𝑥) + 𝑥 = 𝑥0 για 𝑥 ∈ (𝑥0, 1), έχει μοναδική ρίζα 𝜌.  Μονάδες 5 

ΔΔ44..  Αν 𝑥0 το σημείο του ερωτήματος Δ1 που η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και 𝜌 
είναι η ρίζα της εξίσωσης του ερωτήματος Δ3, να αποδείξετε ότι 
𝑓(𝑥0) > 𝑓(𝜌)(𝑓′(𝑘) + 1) για κάθε 𝑘 ∈ (𝜌, 1).  Μονάδες 7 

22002200..  (ΠΑΛΑΙΟ) 
Δίνονται οι συναρτήσεις: 

  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛(𝜆𝑥), 𝑥 ∈ (0, +∞), 𝜆 ∈ (0, +∞) και 

 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑥, 𝑥 ∈ (0, +∞). 
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ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει ελάχιστο στο 𝑥 = 1, το οποίο 

και να βρείτε. Στην συνέχεια, να βρείτε την ευθεία στην οποία ανήκει το σημείο 

ακρότατου της 𝑓, καθώς το 𝜆 μεταβάλλεται στο (0, +∞).  Μονάδες 5 

ΔΔ22..  Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του 𝜆 > 0 για την οποία ισχύει 𝑥𝑥 ≥ 𝜆𝑥, για 

κάθε 𝑥 > 0.  Μονάδες 5 

Για τα ερωτήματα Δ3 και  Δ4 θεωρήστε ότι  𝝀 = 𝟏.  

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι η ευθεία 𝑦 = 𝜆𝑥 είναι η μοναδική εφαπτομένη της γρ. 

παράστασης 𝐶𝑔 της 𝑔, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.  Μονάδες 6 

ΔΔ44..  Θεωρούμε επιπλέον τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = {
𝑥𝑥

1

, 𝑥 > 0
, 𝑥 = 0

.  

Να αποδείξετε ότι: 

ii..  Η ℎ είναι συνεχής.  Μονάδες 3 

iiii..  Η εξίσωση 𝑥2020 (3 − 2 ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2

1
) + (1 − 𝑥) ∫ ℎ(1 − 𝑡)𝑑𝑡 = 0

1

0
 έχει μία 

τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,1).  Μονάδες 6 

22002211..   

ΔΔ11..  Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
 (1)έχει μοναδική ρίζα, 𝑥0, η οποία ανήκει στο (1, 𝑒)   Μονάδες 4 

Στα παρακάτω ερωτήματα να θεωρήσετε ότι το 𝑥0 είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης (1) 
και η συνάρτηση 𝑓: (0, +∞) → ℝ έχει τύπο 𝑓(𝑥) = (𝑙𝑛𝑥0) ∙ (𝑥 + 1) − 𝑙𝑛𝑥 − 1 

ΔΔ22..  Να δείξετε ότι η συν. 𝑓 παρουσιάζει ελάχιστο στο 𝑥0, το 𝑓(𝑥0) = 0   Μονάδες 6 

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

                 𝑔(𝑥) = 𝑥 ∙ 𝑒−𝑥, 𝑥 ∈ ℝ             και                 ℎ(𝑥) = (
𝑥0

𝑒
)

𝑥+1
, 𝑥 ∈ ℝ 

έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο έχουν και κοινή εφαπτομένη.   Μονάδες 8 

ΔΔ44..  Έστω η συνάρτηση 𝜑: (0, +∞) → ℝ, συνεχής, με 𝑓(𝑥) > 𝜑(𝑥) για κάθε 𝑥 > 0. 

Θεωρούμε τα σημεία 𝐴(𝑥, 𝑓(𝑥)) και 𝐵(𝑥, 𝜑(𝑥)) με 𝑥 > 0. Αν η απόσταση των σημείων A 

και B γίνεται ελάχιστη στο 𝑥 = 𝑥0, να δείξετε ότι το 𝑥0 είναι κρίσιμο σημείο της 

συνάρτησης 𝜑.   Μονάδες 7 

22002222..   
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: (0, +∞) → ℝ με τύπο: 𝑓(𝑥) = 𝑥 − ln (3𝑥) 

ΔΔ11..  i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1, 𝑥2 με 𝑥1 < 1 < 𝑥2   

  μονάδες 6 

 ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή.  μονάδες 2 

Στα παρακάτω ερωτήματα, 𝑥1 και 𝑥2, είναι οι ρίζες που αναφέρονται στο ερώτημα Δ1. 

ΔΔ22..  Αν 𝛦 είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 𝑓 και τον άξονα 𝑥′𝑥, να αποδείξετε ότι: 𝐸 =
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥1 + 𝑥2 − 2)  μονάδες 7 

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι: 𝑓(2 − 𝑥1) < 0  μονάδες 4 

ΔΔ44..  Να εξετάσετε αν η εξίσωση: 2𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛3 = 1 + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2)  μονάδες 6 
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22002233..    

Δίνεται συνάρτηση 𝑓: (0,2) → ℝ με τύπο: 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 𝜅, όπου 𝜅 ∈ ℝ για την 

οποία ισχύει: lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)−2𝑥

𝑥−1
= 𝑙 ∈ ℝ 

ΔΔ11..  Να αποδείξετε ότι  𝜅 = 3 .  μονάδες 4 

ΔΔ22..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1, 𝑥2 με 𝑥1 < 1 < 𝑥2 και 

στη συνέχεια να αποδείξετε ότι 𝑥1 <
1

3
.  μονάδες 6 

Στα παρακάτω ερωτήματα, 𝑥1 και 𝑥2 είναι οι ρίζες που αναφέρονται στο Δ2 

ΔΔ33..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο 𝛭(𝜉, 𝑓(𝜉)), με  𝜉 ∈ (0,1), στο οποίο η κλίση 

της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  𝑓  ισούται με 
3𝑓(

1

3
)

1−3𝑥1
.  μονάδες 6 

ΔΔ44..  Αν επιπλέον 𝐹 και 𝐺 είναι δύο αρχικές συναρτήσεις της συνάρτησης  𝑓  στο διάστημα 

(0,2) με 𝐹(𝑥1) = 𝐺(𝑥2) = 0, να αποδείξετε ότι: 

ii..  𝐹(𝑥2) + 𝐺(𝑥1) = 0  μονάδες 4 

iiii..  η εξίσωση 𝑥1𝐹(𝑥) + 𝑥2𝐺(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥 έχει ακριβώς μία λύση στο διάστημα 

(𝑥1, 𝑥2).  μονάδες 5 


