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ΘΘέέμμαα   2200 0000 ..   Δίνεται η συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγματικών αριθμών, για την οποία ισχύει:  

                                                  5  
ημ2x

1e -f(x)  
 

2x

0x
lim 


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11..  Να βρείτε το f(0).  Μονάδες 7 

22..  Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0=0.  Μονάδες 9 

33..  Αν   f(x)exh -x , να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και 

h στα σημεία Α(0,f(0)) και Β(0,h(0)) αντίστοιχα είναι παράλληλες.  Μονάδες 9 

ΘΘέέμμαα   2200 0011 ..   Δίνεται η συνάρτηση    




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
2,1),1ln( 11 

1,

)(
xxxe

xx

xf


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11..  Να υπολογίσετε το όριο
1

11
lim

1 


 x

xe
x

  Μονάδες 7 

22..  Να βρείτε το αR ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής στο xo=1  Μονάδες 11 

33..  Για α=-1 να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(1,2) τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής 

παράστασης της f στο Α(ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x.  Μονάδες 7 

ΘΘέέμμαα   2200 0022 ..    

ΘΘέέμμαα   2200 0033 ..   Δίνεται η συνάρτηση  x   1  x    f(x)  2   

11..  Να αποδείξετε ότι   0  f(x) lim 
  x 




.  Μονάδες 5 

22..  Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γρ. παράστασης της  f, όταν το x τείνει στο    Μονάδες 6 

33..  Να αποδείξετε ότι   0    f(x)  1  x  (x) ́ f 2    Μονάδες 6 

44..  Να αποδείξετε ότι     1  2ln   dx   
1  

1
   

1 

0 2 
x

.  Μονάδες 8 

ΘΘέέμμαα   2200 0044 ..    

ΘΘέέμμαα   2200 0055 ..   Δίνεται η συνάρτηση f, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με f΄(x)≠0 για κάθε x ∈ R  

11..  Να δείξετε ότι η f είναι “1-1”..  Μονάδες 7 

22..  Αν η γραφική παράσταση Cf της f διέρχεται από τα σημεία Α(1,2005) και Β(-2,1), να λύσετε την εξίσωση 

  2)8(2004 21  xff
  Μονάδες 9 

33..  δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο Μ της Cf, στο οποίο η εφαπτομένη της Cf είναι κάθετη στην 

ευθεία (ε): 2005
668

1
 xy  .  Μονάδες 9 

ΘΘέέμμαα   2200 0066 ..    

ΘΘέέμμαα   2200 0077 ..   Δίνεται η συνάρτηση f(x) = e
x 
− e lnx, x > 0 

11..  Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (1, +∞).  Μονάδες 10 

22..  Να αποδειχθεί ότι ισχύει f(x) ≥ e για κάθε x > 0  Μονάδες 7 

33..  Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 



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4

2

)( dttf  έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα 

(0, +∞).  Μονάδες 8 
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ΘΘέέμμαα   2200 0088 ..   Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x
2
 – 2lnx,  x > 0 

11..  Να αποδείξετε ότι ισχύει: f(x)≥1 για κάθε x>0.  Μονάδες 6 

22..  Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f  Μονάδες 6 

33..  Έστω η συνάρτηση 
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ii..  Να βρείτε την τιμή του k έτσι ώστε η g να είναι συνεχής  Μονάδες 6 

iiii..  Αν 
2

1
k , τότε να αποδείξετε ότι η g έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα (0, e). Μονάδες 7 

ΘΘέέμμαα   2200 0099 ..   ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=ln[(λ+1)x
2
+x+1] - ln(x+2),    x > -1 όπου λ ένας πραγματικός αριθμός με λ-1 

11..  Να προσδιορίσετε την τιμή του λ, ώστε να υπάρχει το όριο  f(x) lim 
  x 

 και να είναι πραγματικός 

αριθμός.  Μονάδες 5 

22..  Έστω ότι λ = -1 

ii..  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f και να βρείτε το σύνολο τιμών της  Μονάδες 10 

iiii..  Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f   Μονάδες 6 

iiiiii..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) + α
2 
= 0 έχει μοναδική λύση για κάθε πραγματικό αριθμό α με α≠0 

 Μονάδες 4 

ΘΘέέμμαα   2200 1100 ..   Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (x–2)lnx + x – 3, x > 0 

11..  Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f.  Μονάδες 5  

22..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,1] και γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα [1, +∞).  Μονάδες 5  

33..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει δύο ακριβώς θετικές ρίζες.  Μονάδες 6  

44..  Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του ερωτήματος Γ3 με x1 < x2, να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός  

ξ(x1, x2) τέτοιος, ώστε ξ⋅f΄(ξ) – f(ξ) = 0 και ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f στο σημείο Μ(ξ, f(ξ)) διέρχεται από την αρχή των αξόνων.  Μονάδες 9 

ΘΘέέμμαα   2200 1111 ..   Ένα κινητό Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 

0,  xxy
. Ένας παρατηρητής βρίσκεται στη 

θέση Π(0,1) ενός συστήματος συντεταγμένων 

Οxy και παρατηρεί το κινητό από την αρχή των 

αξόνων Ο, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

Δίνεται ότι ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης 

του κινητού για κάθε χρονική στιγμή t, t0 είναι 

min/16)( mtx  . 

11..  Να αποδείξετε ότι η τετμημένη του κινητού, για 

κάθε χρονική στιγμή t, t0 δίνεται από τον τύπο: 

ttx 16)(      Μονάδες 5 

22..  Να αποδείξετε ότι το σημείο της καμπύλης μέχρι 

το οποίο ο παρατηρητής έχει οπτική επαφή με το 

κινητό είναι το Α(4,2) και στη συνέχεια, να υπολογίσετε πόσο χρόνο διαρκεί η οπτική επαφή. Μονάδες 5 

33..  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που διαγράφει η οπτική ακτίνα ΠΜ του παρατηρητή από το 

σημείο Ο μέχρι το σημείο Α. Μονάδες 6 
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44..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει χρονική στιγμή )
4

1
,0(

0
t , κατά την οποία η απόσταση d = (ΠΜ) του 

παρατηρητή από το κινητό γίνεται ελάχιστη. Μονάδες 8 

Να θεωρήσετε ότι το κινητό Μ και ο παρατηρητής Π είναι σημεία του συστήματος συντεταγμένων Oxy. 

ΘΘέέμμαα   2200 1122 ..   Έστω συνεχής συνάρτηση RRf : , για την οποία ισχύει xexxf 1)( , για κάθε Rx . 

11..  Να αποδείξετε ότι 
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  Μονάδες 6 

22..  Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 
1f  και να βρείτε το πεδίο ορισμού της.

 Μονάδες 6 

33..  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0,f(0)). 

Στη συνέχεια αν είναι γνωστό ότι η f είναι κυρτή, να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

Rxxxf  ,2)(2  έχει ακριβώς μία λύση. Μονάδες 8 

44..  Να βρείτε το     )(lnlnlim
0

xfxx
x 

  Μονάδες 5 

ΘΘέέμμαα   2200 1133 ..   Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση RRf :  για την οποία ισχύουν: 

   )(3)()(2 2 xfxfxxxf   για κάθε x ∈ R      &    
2

1
)1( f  

11..  Να αποδείξετε ότι: 
1

)(
2

3



x

x
xf , x ∈ R και στη συνέχεια ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως 

αύξουσα στο R  Μονάδες 6 

22..  Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f του ερωτήματος 1. 
  Μονάδες 4 

33..  Να λύσετε στο σύνολο των πραγματικών αριθμών την ανίσωση:  

     2232 18815  xfxf   Μονάδες 7 

44..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ∈(0, 1) τέτοιο, ώστε:  
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  Μονάδες 8 

ΘΘέέμμαα   2200 1144 ..   Δίνεται η συνάρτηση 

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11..  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο 00 x   Μονάδες 4 

22..  Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f  Μονάδες 7 

33..  i)Να αποδείξετε ότι, για x>0, ισχύει η ισοδυναμία xxfxf 4)4()( 4   

ii)Ν.α.ο. η εξίσωση x4 =4x, x>0, έχει ακριβώς δύο ρίζες, τις 21 x  & 42 x          Μονάδες 8 
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44..  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, )4,2(  τέτοιο, ώστε 

 )(2)()()(
2




ffdttff     Μονάδες 6 

ΘΘέέμμαα   2200 1155 ..   Δίνεται η συνάρτηση xexf x ln)( 1   ,   ,0x  

11..  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.  Μονάδες 6 

22..  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g με dttxg
xh

 
)(

1

2 1)( , όπου 

1)2()1()( 2  fxfxh   Μονάδες 6   

33..  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 1
2

1
)( 








xff  έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες 1x , 

2x  Μονάδες 6  

44..  Αν για τις ρίζες 1x , 2x  του ερωτήματος 3 ισχύει ότι 1x  < 2x , τότε να αποδείξετε υπάρχει 

μοναδικό  1,1x  τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 

 )(,  f  να διέρχεται από το σημείο 








2

3
,0M  Μονάδες 7   

ΘΘέέμμαα   2200 1166 ..   Δίνεται η συνάρτηση RRf :  με 
3)( xxf   

11..  Να αποδείξετε ότι η f είναι συνάρτηση 1-1 (μονάδες 2) και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση 
1f (μονάδες 4).  Μονάδες 6  

22..  Να αποδείξετε ότι για κάθε x 0 ισχύει: 







 3

6

1
)( xxfxf   Μονάδες 9   

33..  Ένα σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης y=x3 x≥0, x=x(t) και y =y(t). Να βρείτε σε ποιο 

σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης y(t) του Μ είναι ίσος με το ρυθμό 

μεταβολής της τετμημένης x(t), αν υποτεθεί ότι x/(t) > 0 για κάθε t≥ 0.   Μονάδες 4  

44..  Αν RRg :  είναι συνεχής και άρτια συνάρτηση, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 




1

1

)()( dxxgxf  Μονάδες 6 


